Cours L3
Théorie du signal

DISTRIBUTIONS (éléments)

Introduction

Nous savons que 1’ » échelon d’Heaviside » n’est pas dérivable. Pour tenter d’écrire une
dérivée, on peut définir cet échelon par un passage a la limite par

0 pour xe]—oo,0[
Hp(x) =1nx pour xe[0,1/n]
1 pour xell/n,oof
Avec H, (x)deérivable partout saufen O eten 1/n
Etainsi: H(x) = rlll_r)noo Hp (x)
Ainsi les dérivées s’écriraient :

Hy(X) =n (x) et on serait tenter d’écrire H '(x) = nII_nQoo Hp (X)

lI[0,1/ n]

Or le passage a la limite de H, (x) montre que ce que nous obtenons, qui pourrait

physiquement prendre la grandeur d’une tension induite par un courant H, (X) traversant une

inductance, pose quelques problemes.
En effet, cette dérivée, tendrait vers une fonction de mesure nulle, qui ne transporte donc pas
d’énergie !

o0

j H, (x)dx =1 et converge presque partout vers 0 quand n — oo mais ne converge pas au
—00

sens de I’énergie.

En conséquence, le concept de fonction pose un probléme pour définir certains phénomenes.

Espace
Définition : espace des fonctions indéfiniment dérivables a support borné
Exemple :

Roger Ceschi 1



(x) = exp U 441 (X)
Y 1—x2 -1

Dans le cas des fonctions, f :x— f(X)
Dans le cas des distributions :
@ €3 —> élément de R ou C

Remarque : ) _est un espace fonctionnel c’est a dire un espace de fonctions ayant une

structure d’espace vectoriel ;
I- Rappels de convergence simple ( ou ponctuelle) et uniforme :

I11-Convergence simple :

V)0, Wx, IN(&x) |k2N,\fk(x)—f(x)Sg\

Ou:
Soit I un intervalle et fk (x) une suite de fonctions définies sur | et f (x) définie sur I : alors

fk (x) CVSvers f(x),vx quand k — oo, si
kIi_r)nOo fk (x) = f(x)
I12-Convergence uniforme :
Ve)0, 3IN(e) |k=N, vx fk(x)—f(x)Sg
Ou:

Soit I un intervalle et fk (x) une suite de fonctions définies sur | et f (x) définie sur I : alors

fk (x) CVU vers f(x) si

sup‘fk (x) - f(x)‘—lHT)O

Xel

-k
Exemple : fk (x) = kxe X

fk(X¢0)—k_)T)0
fk(XZO)ZO

f (05> F(0 =0 donc: f, (0—222>(x)

Et:
sup‘fk(x)— f(x)‘% #0

XxeR
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Remarque :
CVU = CVS
CVNormale = CVU = CVS

et CVNormale = CVabsolue = CVS

Voire

13- convergence dans %)
La suite de fonctions Pk (x)

0 ()—25 ()

Si:
a. les Pk (x) ont toutes leur support sur un méme support indépendant de k
m Ccvu m
b. g ()—=0 ™ (x)

Par ailleurs une fonction ne représente pas bien un phénomeéne physique :
En effet, il existe un théoreme indiquant que :

Ve)0, de(x) e ®, VX, | f(x)— ¢(x)| < & pour toute fonction f(x) continue a
support borné

Il Définition d’une distribution

D:p(x) > scalaire eRouC

Une distribution est une application (ou fonctionnelle) linéaire et continue définie sur %)
avaleurs dans IR ou C. Une distribution est une fonctionnelle.

T = 1 1000000 =(T,0)
1-lineaire
Q) (T, + o) =(T.) +(T,0,)
b) VAeR, (T,Ap)=AT, o)

2-continue

Si- g (00— p(x)

Va0, IN(), [k=N, [(T.g ()T o0 <
Exemple :
Toute fonction localement sommable ; fLoc définit une distribution

En effet ;

b
‘(T 9, () = (T, ¢(x)>‘ = L{‘ f(x) |:g0k (x) - gp(x)] dx

b b
< []1 00l 09 = 00]dx < sup gy (0 = 00| [ (fox —gz>0
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Les fonctions localement sommables définissent des distributions réguliéres.

On notera @ I’ensemble des distributions
Propriété : les distributions forment un e.v

I11- Opérations
1- Addition
Multiplication par un scalaire

2
(AT, @) =(T, @) = LT, 9)

3- Translation

(T(x=a),p(x)) =(T(x), p(x +a))

4

Transposition
(T(=x), 9(x)) = (T (x), p(=X))
5- Changement d’échelle

1

(T (%), p(X)) = | <T(x),<o(:)>

d
Distributions singuliéres
Distribution de Dirac au point x=a est notée

5(x—a) - 5(x:a) =0a
Théoreme :
soit f, neN, unesuitede fonctions) 0| I f,(x)dx=1 Vn
Soit . -
et lim [ f,()dx=1 Ve,= f,(0)—2— 5(x)
nN—o0

Un peigne de Dirac est noté
w(x) = £ 5(x-n)
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v

-T 0 T 2T 3T

(8(x).0(x)) =0(0) ou (5.0)=0(0)
(8(x-a).p(x)) = ((x)p(x+a)) = p(a)
(5(=X),0())=(5(X).0(=X) )=0(0)

Ainsi ;

1 1 1
<5(ax)'(”(x)>zka|<5(X)“’(:)>:Lal(p(o):<ka|5(x)’(p(x)>
S(ax)==5(x)

[

6- Multiplication de 2 distributions
Si fl oc et g, » elles définissent chacune une distribution
Si  fg n’est pas localement sommable, alors ce produit fg ne définit pas une distribution.

Ex: f(X)=—— définit une distribution
J

Mais 1 ne définit pas une distribution

X

Si W est une fonction @ alors TW a un sens.

Ex:
(x6().0(x)) = (6(x),xp(x)) = (xp(x)) 5 =0
et xo(x)=0
7- Dérivation
(To)==(T.0")
En effet :
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En considérant des fonctions localement sommables pour le démontrer :

(flo)= T £ ()= ()], - | f(x)e'(x)dx

—00 —00

=— [ f(x)g'(x)dx

—00

En généralisant :

<-|-(m) ’¢> _ (_1)m <T’¢(m)>
Ex:

A

v

a

(flo)=—(fp)=—[ f(X)e'(x)dx

00

=[]+ | f'()e(x)dx

—Qo0

- a 00
=T X2+ [ ' (X)e(x)dx] f (x)(p<x>]:+ + [ F()p(x)dx
—0 a+

=f@)p@")-f@ )@ )+ [ F'(X)e(x)dx

= (ca8(x=a)+f )

Avec o4=f (a*)-f(a")
Soit

(1] =[f]+o0ls(x-a)

[f]"=[f "]+af5(x—a)+ag§'(x—a)
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=1
Exemples de calculs
Exemples de dérivée :
(x5",0) = (8'x0) = ~(5.0x0)') = ~(x0) |, _g
(x| _y =-0(0) = (-0.0)
Et x0'=—0

2.

Calcul de (WT)'=? avec V¥ étant ¢

(¥T)00) = ~(¥T.0) = ~(T W) = ~(T.(¥0) -¥'0)
=—(T,(Yo) )T, ¥'o)=(T" ¥o)+(T¥ ')

= (T'"P+TY¥ ")
Et (PT)=¥Y'T+¥T"'

3-
Calcul de “dérivée de la distribution d’Heaviside’
H'=?

o0 o0
(H'p)=—=(H.p") == | HX)p'(X)dx=— | ¢'(x)dx=p(0)=(5,¢)

—o0 0

Ainsi H'=6

Exemple de convergence :

lim sinkx=? ne converge pas p.p. mais converge dans <9 vers 0
k—o0

o0
lim (sinkx,p) = lim | sinkx p(x)dx =
k—o0 k—)OO—oo

= lim {[—icos kx.gp(x)}OO +OF icos kX.¢'(X)dX} =0

k—o0 —00 —o0

8-Convolution
a) au sens des fonctions

quand il existe le produit de convolution de 2 fonctions s’écrit :

f*gl(xy=] f () g(x-t)dt
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Conditions d’existence :
1

1-fel et geLl

1
*
R R:f gel

R
2-fell, et geld=f*gel?

3—feL2 et geL2

*
® R:>fg£|

b) au sens des distributions

soit 2 fonctions localement sommables : on peut définir le produit de convolution et de
plus elles définissent des distributions.
Nous allons le calculer et 1’étendre, sans le démontrer a 1’ensemble des distributions

(1*g.0) = [(£*0)(x) () dx=[[ () g (x-t)dt]pp(x)dx
=[] f (t)g(x—t)ep(x)dtdx=en posant x-t=y et t=t

= [ 10amely+atdy = {10 (y).(y+D)
R
En généralisant, nous obtenons pour les distributions :

(T%5,0)=(T (X)(S (¥).(x+Y)))

Conditions d’existence : )
Il faut que quelque soit la bande paralléle a la 2'°™ bissectrice

EN[ AxB] soit bornée.

B=suppS(y)

v

A=suppT(x)

a) si T (ouS) asupportborné
b) siTetS €D, OUD
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théoreme : le produit de convolution est associatif si tous les produits 2 a 2 ont un
sens

Quelques applications du produit de convolution.

a-Translation
o(x—-a)*T(x)="
(6(x=a)*T (x),0(x)=(5(x=a),(T (¥).0(x+Y)))
(T (0(5(y-a),p(x+)))=(T (0.(5 () p(x+y+a)))
= {T(p(x+a)) = (T (x-a),0(x))

Donc:

o (x—a)*T (x)=T (x—a)
En faisant a=0, on constate que la distribution de Dirac est I’élément neutre
pour la convolution.
Attention :

5(x-a).9(X)=0x=a .¢(X)=0x=a.¢(2)
b- Convolution par &'
Oo*T =7

(6T ,0)=(8"().(T (V)0 (x+Y)))

=(T (X),<5'(y),¢(X+y)>>:—<T (x),<5(y),‘9ﬂ(;‘y““3/)>>

= ~(T(0.0'(x)) = (T (0.0(0))
Donc: o*T=T"
c-Dérivée d’un produit de convolution
si T*S 3
(T*S)'=(T*S)*0'=T*S*6'=S*T*5"

=T*S'= ou =T"*S
Attention :
1*H*6" n’a pas de sens ( voir théoréme ci-dessus)

Convolution d’une distribution avec une fonction €~
(T*¥) (x)=(T (1), ¥ (x-1))
Si W estdedegré m:

m N
(T*\P)(X)<T(t),‘P(x—t)><T(t), ZO);I\P(H)(—t)>
n—o N

Roger Ceschi 9



n
= g X<T (t),‘P(n)(—t)> de degré m
n=0 !

V- Algebre de convolution

Définition : Une algébre de convolution est un e.v de distributions contenant O et dans
lequel on peut définir le * d’un nombre fini qcqn de distributions.
Intérét : analyse de circuits

agX (t)+a X '(t)+.. +anX (MW =B(t)
Qui peut s’écrire :

(8,0 +a, 8% ...+ ana(”)) * X (t) = B(t)

A(t) > X (t) = B(t)
Onnote : A 7 la distribution telle que :
AN s

. *_]
Soit X=A ~*B
V-Transformée de Fourier

1- au sens des fonctions
Définition

si fel(R) alors f(v)= J F(x)e 12X gy

Théoreme : toute fonction sommable (au sens de Lebesgue) a une transformée de Fourier
f (v). On démontre qu’elle est continue, bornée, tendant vers 0 quand |U|—>oo :
Inversion ( si f est continue )

si f(v)el'(R) alors f(x)= j £ (0)ed 7™ 4o

Théoreme : si f (x) est une fonction sommable présentant un nombre fini de discontinuités,

la formule d’inversion conduit a ;[ f (X+)+ f (X_)}
ou f(x") et f(x7) sontles limites a droite et & gauche de f(x).

[f(x Y (X )}_Anm j f (0)el27Xq,,
—0_A
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Rq: Si f(x) est continue, on retrouve la formule d’inversion

Transformées en cosinus et sinus
Toute fonction peut étre décomposée en une fonction paire et une fonction impaire

f(x)=p(x)+a(x)

Ou:
P = 2 [ £+ ()]
a9 = 5[ 1001 ()]
Ainsi :
f()= 2(}) p(x) cos 277vX.dx — jzofq(x)sin 2mox.dx = ./ [ p(X)] —j [q(x)]
0 0
eos[ P(¥)] sin[a()]

Quelques propriétés de la Transformée de Fourier .
Nous ne les démontrerons pas car tres simples mais nous les reverrons avec les transformées
des distributions.

a) linéarité

b) transposition

c) changement d’échelle

d) translation

e) modulation

f) dérivation /variable « X » (temporelle)

plus f (x) est dérivable, a dérivées sommables, plus f(v) décroit rapidement & oo
g) dérivation /variable « U » ( fréquentielle)
plus f(x) décroital’ 00, plus f(v) est dérivable (avec des dérivées bornées)

h) convolution
i) formule de Parseval-Plancherel

(ta)=(ta) e Iff, -

2
L2
On définit également la transformée de Fourier pour toute fonction f e L*(R)( L2 (R)

Ou pour toute fonction f e L*(R)

2- au sens des distributions

On ne peut définir la transformée de Fourier d’une distribution quelconque T, par :

: T[T ]=<T (x),e J 2”“X> car si suppT borné la transformée est C~ et donc trop

restrictif
Comme pour la convolution, nous allons écrire la TF pour une distribution reguliéere
(fonction localement sommable) et généraliser
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Ainsi
(t]e) =1 f 0)p@)do=p@)] f (e 12X dxdo
=[ f (%) p(v)e” 12X dudx=( f (x)@(x)dx

(f.7Tol)

La définition serait donc :

<. 7t ],(p>=< f, /‘[gp]>
Pour autant, si ¢ est support borné, ./ [¢] ne I’est jamais !

Cette définition ne convient pas encore. 1 faut changer ) 1’espace de définition des
fonctions ¢

Espace ./~
Définition : espace des fonctions indéfiniment dérivables qui décroissent ( ainsi que

chacune de leurs dérivées ), plus vite que toute puissance de 1/|x| quand |x|—>oo
Ce qui signifie que VI,m>0, |x|I go(m)(x) borné et sommable (car :

X' o™ (x) < K|x2)

Par ailleurs : une suite de fonctions ¢ de ./~ converge vers 0 dans ./ si, quels que

soient les entiers 1,m>0 , la suite xl(pigm)(x) converge vers 0 uniformément sur IR
Soit :

I (m
xo{™ (x)

VIm=0 Ve>0 IN(elm), vx k>N= <e

Rq: 9D estuns.ev.de.””
Transformée de Fourier d’une fonction pe .~/
@ étant sommable,

H()=] p(x)e 12
-Propriété 1 : ¢(v) est indéfiniment dérivable

o )=1 (- 20! p(9e™ 12X ax
Cette expression a un sens puisque XI(p(X) est sommable

-Propriété 2 : umgb(l)(u) est borné vI,m>0

En effet ;

Roger Ceschi
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Comme :
™| = (2m) " a()
soit:
(j2zv)M o?(v)=ja(m) (x)e 270X gy i a(X)=(-] 27TX)I o(X)

alors:

m .
(j220)MM ()= ¢ [( j27%) ¢(x)}e‘12’wxdx
dx™M

(j2m) ¢('>(u)\<1 [ 22 (0 o

Des 2 propriétés on en déduit que ¢(v)e .70/
-Propriété 3: Si ¢y (x)—>0 dans .7,/ @) () >0 dans v

xo{™ (x)

En effet, nous savons que VI,m>0

converge vers 0,

m (1)

Donc d’apreés la propriété 2 : oM go (v) convergera également vers 0

Théoremes :
1- la transformée de Fourier est une application linéaire et continue de .~/7./ ans
v
2- latransformée de Fourier établit une correspondance biunivoque entre les
éléments de .7, /et ceux de .7/ .

VI -Transformée de Fourier des distributions tempérées
Distributions tempérées
Définition.

On appelle distribution tempérée (ou lente) toute application linéaire et continue sur .~/ .
Exemple :toute fonction a croissance lente telle que

3AM>0 | |f (<A™

/" estunsev.de D

Définit une distribution réguliére tempérée carsi @ .~/ alors 3B | |p(X)|<i———

m+2‘

ainsi |f (x)go(x)|§A|23 est sommable
g
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Donnons a présent la définition de la transformée d’une distribution tempérée.

(A TTlo)=T. 7 Te))

Théorémes : toute distribution tempérée a une transformée de Fourier qui est également une
distribution tempérée. La transformée de Fourier est une application linéaire et continue de

0/ dans. T v/
La transformée de Fourier établit une correspondance biunivoque entre les éléments de

" Jetceuxde . UL/,

Cas particulier des distributions a support borné.

<A7[T],(p> = <T,A7[(p]> = <T (X),Iqo(v)e_j27wxd0>
{700 pto)e 12T (0. p(0) 61270
< ), <T(x)e J2m0x >> [ (u)<T(x)e 12”“X>d
= [p). [Tldo ={ 7T]e)

Théoréme : la transformée d’une distribution a support borné est une fonction prolongeable
pour les valeurs complexes de U en une fonction holomorphe entiére donnée

par :. f[T ]=<T (x).e” j 27wx>

Propriétés des transformées des distributions

1- changement d’échelle

(o) =(T. 7 Te))
va, ([T (a)]))=(T(ax). 7 [o])= <T(x)| |<o( )>

1/, x
<T (a),co(X)>

(700, otav]) = (Fp(@0) - o
ainsi [ T(ax)] = T( a)

2- translation

(AT (=) 0(v)) = (T (x-2),p(x)) = (T (x).p(x+a))
<T(u) e Jz”xaqo(x)}>=<-/f[T(u)],e‘jZ”aX(p(x)>

(e 12720 {1 (0] ()
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Ainsi _
.T[T(x—a)]:e_JZ”aU. AT (x)]

3- dérivation

AT 0o = (T .60)

n
(—1)”<T<x),jxnca(x)>(—1)”<T (u),.f[<—jznx)”co(x)]>
= (ATMI200 () = ((j220)" AT (0] 0(0)

Ainsi

./f[T(”) (x)}:( j270)" AT (%)]

Exemples de transformées de Fourier des distributions
1- =2

(A TTe) = (1. o))
(1) = (1. o)) = [ p(v)do=p(0)
Ainsi :
=6
2.
./~ [6]1évident

3-</f[e_j2ﬂvox}=:5(U4—UO)

/[cos 27[1)0X]=;[5(U—Uo)+5(U+UO)]

[ sin2zvgx] = 211 [ 5 (v-vp)-5(v+up) ]

,7[5(”“)} = (j2e)" vm=>o0
4-

S le(x-a)]=e
Par ailleurs :
Toute fonction e L'(R) ou L* (IR) définit une distribution € .~ ./ et

—j2nva

Roger Ceschi

15



Tout signal numérique T =>" f 5(t—n) tel que D |f,|[(co définit une distribution
Z Z

, A . 2
tempérée. De mémesi > | f | (eo.
Z
Transformée de Fourier et convolution des distributions

Nous avons vu que le produit de convolution n’avait pas toujours un sens.
Mais si, par exemple, 1’une des 2 distributions tempérées est a support borné, alors ce produit
a un sens et nous admettrons, sans le démontrer que :

As T (s} 7]

Si I’'une des 2 distributions est a support borné, alors sa Transformée de Fourier est
indéfiniment dérivable, donc le produit direct du membre de droite a un sens.

Nous pouvons également écrire, I’ égalité suivante chaque fois que les 2 membres auront un
sens.

IS8Tl s 71T]
Remarque : les égalités du méme genre sont vraies pour les transformées inverses.

Transformées de Fourier a plusieurs variables.

Soit les vecteurs

T n
L= (01,02,...,z)n) elR

La transformée de Fourier de la fonction f (x) s’écrit :

F() = II...Jn £ ()2~ 1270 Xgx

Si f(x) €./ alors f(v) €./
Propriétés ( que nous écrirons pour n=2)

f(x,y) > f(u,v)

f (x=x0,y-Yo)— f (uv).e~127 (W0 +W¥0)

1 ~uwv
f(ax,by)—>—f(g,B

] &)
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o(x,y)—>1

i5(x, y)—>(j2zu)
OX
;ycS(x, y)—>(j27v)

1-6(u,v)

-2 jnx—>i§(u V)
ou

. 0
-2 _ ’

jry > ey o(u,v)
De la méme maniére la convolution a deux dimensions s’écrit :
f(x,y)*a(x,y)—f(u,v).g(u,v)

Le théoréme de Parseval s’écrit :
£ ()G (x,y)dxdy=[[ f (u,v).g (u,v)dudv

VII - Séries de Fourier

a)- Distributions sur le cercle

soit I"un cercle de circonférence T et un point d’abscisse curviligne courant s.
Ainsi nous pouvons établir une correspondance biunivoque entre une fonction périodique

f(x) , x € R de période T avec une fonction f (s)sur le cercle I".
Ainsi, & toute fonction Loc f (s) sur le cercle I correspond une distribution réguliére définie
par :

(T (8).o(s))=] T (s)e(s)ds
r
On démontre qu’a toute distribution périodique ./~ de période T de la variable X € IR,

correspond d’une maniére biunivoque une distribution .~ de la variable s sur I".
I1 est judicieux de raisonner sur le cercle car c’est un ensemble de mesures finies. Ainsi toute
distribution est a support borné !

Théoréme : toute distribution de '(T") est développable en série de Fourier. Le
développement converge toujours dans ’D'(F).

Soit . 7 une distribution périodique :

J 27n> -] 27znL

o0
7 (s)=Y cpe T avec  ¢p BEYOS (t),e T
o T
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Soit le peigne de Dirac :
o0
(x)=X &(x—nT), périodique de période T peut donc s’écrire

—00

0 j27rn1 1 —j2;zni
L(x)=3 cpe avec cn=—{ (t),e T

o T
Ainsi cn:1<5(x),e_j27mX/T >:1

T T
Et:
( ) 25()( nT) ze]Zm‘lX/T
—00 T—OO

Par ailleurs ;

W(x)= 7 S S(xonT )=/ Tlozo j2anx/T _ 125( Tj

—00
Donc :
(e 0] 7 o0
S S(xnT)el 1y 5@—”)
—00 T —00 T

Formule sommatoire de Poisson

Soit f(x) une fonction quelconque : construisons
Q0 o0
f(x)* X 6(x-nT)=3 f(x—nT) qui est une fonction périodique
—00 —00
Prenons la Transformée de Fourier du membre de gauche, nous obtenons

Liws So-1)=2 s f (-1

Sa Transformée inverse s’écrit :
R © n. = n
[ f( )5(0—*)] = Z f(2) [6(v-)]
o T T

[EY

1® j2rxn/T
=_ X f
)y (T)

T %

Ainsi :
o0 o .
3 f(X—nT):E D f(ﬂ)eJZﬂ'Xﬂ/T
T o T

—Q0

En faisant x=0
Z f(nT)—T Z f( L

18
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Exercices :

A- Déterminer les limites lorsque h tend vers 0 par valeurs positives des distributions :
o(t+h)—o(t—h) ot o(t+h)—25()+o(t—h)
h h?

B- Les applications suivantes de D dans R sont elles des distributions

a) T(p)=[eMdt b) T(p)=]le®)dt
) T@)=Y 00 o) Te)=20"0)

Q) Tlo)= ()

Autres exercices :

1- Donner I’expression de |X|':?

2- Donner le résultat de T (x—a)*T (x+b)

0%H (x,y)

3- si H(x,y) est Heaviside dans R? calculer
oxoy

4- Donner _/,—(tn)z ?

5

Sachant que .fsgn(t)z_ivp(l) , calculer .7~ H (t)
jr v

Exemple de contrdle écrit ( 1h00 sans documents )

1) Enappelant H (t) la fonction d’Heaviside (ou distribution) et soit :

f(t)
et g(t)

H(t)sint
H(t) cost

Calculer f'(t) et g'(t) au sens des distributions.

2) Calculer la transformée de Fourier de la distribution tempérée :

s(t)=t
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3) Soit une distribution T vérifiant 1’équation :

(t-1).T(t)=0
a) Déterminer une équation différentielle du 1*" ordre vérifiée par
T(v)=/[T(1)]
b) Endéduire T (v)
c) Endéduire T (t)
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