Cours I3
Théorie du Signal

Probabilités et processugelements)
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Préliminaire

Il est difficile de donner une définition rigoureudes probabilités car celles-ci
se rattachent a I'expérience et par conséquentpligsme entre en jeu.
Toutefois, il nous faut donner un cadre d’étudestée théorie.

[-Définitions

Expérience tout ensembl@ de résultatg possibles.

Evenement Si A est une tribu d@, un événement est tout élément4le

Un événement est donc un sous-ensemble de résfilégusartenants 2
Probabilité: une probabilité est toute mesure positive stnlba4 | PQ)=1.
Soit un événement EJEO A, P(E)est un réel positif appelé probabilité de cet

événement.
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Rappel :

Une tribu :

Soit A4 une famille de partie§ de Q. A est une algébre de Boole ou tribu si :
A#{0}

POA

0P0A C,P0OA

09,904 Q0% 0A

Mesure sur une tribu

Si Q I'ensemble précédent muni d’une tribu de parfleda mesure 1 sun est
une application | a chaque parfied A lui correspond un scalaire @i .
Exemple :

Lors d’un jeu de déQ =(¢&,4,,....&)
Tout résultate 0Q est un événement , le sous enseni§)l€;,, &) est un

également un événement. ( tirage impair)
P(&) est la probabilité de 'événement « la face desté« i ».

Nous pouvons également affirmer que :

P(E)=> P(&) siledé nest pas pipe, P(E : impair) =1/2

&OE

Variables aléatoires :

F0QON - X(£)OR

A toute mesure P positive, sur la tribudes événements dg| P(Q)=1
correspond une mesure positive sur la tribu baréader | P(R )=1 et nous

avons :
P{X(¢)o 8 = A x*( B}
On doit également avoir :
P{X =o} = P{ X=-c0} =0
Et F()=P{X0]-w,}=H X< ¥
gue I'on appelle « fonction de répatrtition » dedaiable aléatoire X.
Le résultat d'une expérience est noté « x »

Conditions sur F
F(-0)=0 F(eo)=1

D)% F(%)= F(%)
F est semi- continue a droi
Nous appellerons a préseny,, la fonction de répartition de la variable aléagoi

X
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Densité de probabilité :
Si F est continue et dérivable, on appéllela densité de probabilité de la

variable aléatoire X ;

0= (¥

F, étant monotone, non décroissante et
X
F () =[x (U)du

De méme nous avons :
P{XO]x x+ dff = £ (3§ o

Et
(fy (¥, D=1
Par allleurs :
. 1 si xOA
>! HA(X)_{O si xOA
Alors :

(f (0, MA00 = P{ X0 A
Espérance mathématique
Définie comme suit :
E(X)=m=[ x () de( {( % X
A
Nommée également moyenne statistique.

D’une maniére générale, on appelle le moment déopdr

E(XP)=m, =] (Y de( £( % R
A
En particulier si p=2, on appellg la variance et, , I'écart type

o% =E[(x-m)* |=C 5. (x )
Concernant les différents types de convergenceppahremarquer que
La CV dansL? entraine la convergence en probabilité. Le ledeedémontrera.

Remarque : si les variables sont discretes, naumau
N
Fx (=2 P{X= ¢} u x )
i=1

Ou u est la distribution d’Heaviside :
Alors :

N
(¥ =2 P{X=x}a(x- %)

i=1

Et :
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N
E() =Y % F{ X=

On peut également écrire I'espérance d’'une fona®ta variable aléatoire X.
Soit g une fonction de la variable X, alors :

E[g(X¥)]=[ o} &(3 o
Qui donne dans le cas discret :
N
E[g(X)]=2 dx) R X= %
i=1

Inégalité de Bienaimé-Chebychev
soit m=H X alors

P{|X—rﬂ2£}sZ—>22<

Le lecteur le démontrera a titre d’exercice.

I1-Probabilités conditionnelles

Si la réalisation d’'un événement est conditionméupeautre, alors on définit la
probabilité conditionnelle par :

P(A| B) :—P(:E;)B)

Alors la fonction de répartition conditionnelle d&finit comme :
P{ X< Xxn
Fyg(X] B)=P(X< X| B):M

P(B)
Et la densité de probabilité conditionnelle par :
dFR, (x| B)
f B = XA\ =)
xig(X| B) X
Propriétés
fy(X|B)=0

[ fxe(xIB)dx=1

—00

Fap(X|B)= | fyg(ul B)du

X
P{x(X<%| B =] fp(u Bd
X
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Ill-Fonction caractéristique

Définition :

C’est la Transformée de Fourier de la densité dbabhilité. Comme la densité
est sommable et pouvant étre constituée de disititsude Dirac, sa
Transformée de Fourier existe et est donnée par :

Py (V) = fo (V) =(fy(x), g2y = E{ e—2jnvx}

Son intérét réside, entre autre dans le calcuhdasents.
En effet :

p .
d—¢x (U) ly=o= (=] 272x)P . (x),e 2% =o=( € j2rxy & (X)= € JQT)On’b
do®

soit

(p)
m, = ¢>§ (0)
(-j2m)P
Exemple :
Loi gaussienne :
X -
fy (X) -1 = Py (v)= €7V
o\2m

Loi exponentielle : (I'intervalles de temps entré\@&nements successifs a pour
densite ...)

R )=aue™ - ¢x(u):ﬁ

IV-Cas de plusieurs variables
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Ainsi nous pouvons définir les fonctions de répiaris suivantes :

Fe()=P{X<¥ e FR(YyY=R¥X)
Et faire apparaitre la notion d’événements jofits x, Y<
Avec la fonction de répartition de 2 événements :
Fey(XY)=P{ X< xY< y= B A B
Dans le cas discret, avec 2 variables aléatoimess pouvons écrire :
N M
FxyN=2 2 P(X=%,Y= )l x Y0y ¥

n=1 m=1

Dans le cas de N variables aléatoires, il vient :
P X Xy (X Xoseeey Xy ) = Pl X< % X< % X< )
Propriétés de cette fonction de répatrtition :

Fy yv(=%0,0) =0 Fyy(®,y)=0 Fyx y(X,—)=0

Fx,v(°°v°°)=1

O<Fyy(xy)s1

Fev(Xy) " enxety

Fuy (%, ¥2) + Fx v(% Y= Fxy( % ¥~ Fx( % W= R X X % y ¥ ¥
Fy v (X,0) = Fy(X) Fy v(, ¥) = F(Y)

V-Densité de probabilité conjointe

On définit la densité de probabilité conjointe coenm
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0°Fy v(X,Y)
fy v (X y) = —2 22
xy(XY) oxdy

Dans le cas de variables aléatoires discretes :
N M
fuy (X Y) =D D P(X=x, Y= y)a(x NIy W

n=1 m=1

Dans le cas de N variables aléatoires, il vient :

OVFy o (Xp Xgpeery Xy)
Fx o, (X0 Xor s Xy) = o

Ou:

X% X
Fe. x,... XN(xl,xz,...,xN):I...j j fxlyxzqu(ul,uz,...,uN)dqub.. dy,

Propriétés de cette densité de probabilité corgaint
fxy(x,¥)20

T T fy v (X y)dxdy=1

—00 —00
y X

Fav (W)= [ | fx (U V) dudy

—00 —00

= [ fyxdy  f(9=] fi(x Y dx

y oo

Fy (%) = j ]o fy(ududy  K(Y=[ [ &« uydudv

—00 —00 —00 —00

y2X2
P{x(X< %, w(Y< =[] £,(x¥ dxdy

i %

VI-Densité de probabilité conditionnelle

Reprenons les résultats précédents quanfly-Ay Y= yA Y

FX|B(X| B)= P(X< X B):% sSoit
X y+ay x
P{X<x YO B J [ fxvtuvydudy | ]y dud
Fyp(x| yOB)= P(X< X ¥ B= ;’(XB) === = TAy_yoiAy
[ fy(av [t v
yoe y-By

Dans le cas de variables discretes, on écrit :
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. P{Y=y}

P{X = x,Y=
fX|Y(X|Y: yk):z { P{Y)?: ){(} y} 5( x= %()

Reprenons I'écriture de la fonction de répartibomditionnelle précédente dans
le cas continu en faisant tendxe - 0

N P{X=yx, VY=
Fay (XY =)= (X=X y}t(x— ¥ anc
i=1
N
=1

X

'[ fyx y(U, y)dwAYy
Fay(X[y—-AKY<S WA yYy==2
wavX| fy (v)28y

si Ay - 0,
X

[ fxv(u y)du
Fy (XY =y) == )
Y

En dérivant par rapport a x, il vient :

fyy (XY = WZW gu’on écrit aussi quand il n’y a pas d’ambiguité
Y
_ fxv(xy) _ Kv(xy)
f (X1 y)——fY(y) et fx(yl X)_—fx(x)

De la méme maniere
siapréesent B( M ¥ y alors

yZ X
| [ fxv(u, y)dudy
_ Fy v (% ¥2) = Fx v(% %) _ %

= —F Y, »
v (Y2) = (W) [ ] fxv(x y)dxdy

Y —®

Fuy (X i {(Y< W)

Y2
[ fev(x y)dy

Y1

fy (XYY y) = Vo
[ ] fxx(x y)dxdy

Yy, —®
Espérance conditionnelle :
On définit 'espérance conditionnell® X | Y) de la maniere suivante :

E(XIY)= [ xby (X Ydx and €Y ¥= [ ¥i( )xdy
yOA

xOB

and: E(E X )= E ¥
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VIl-Indépendance statistique

2 événements sont statistiquement indépendants si :
P(AnB)=RARDB
Si les événements A et B sont :

A={X<x  B={Y< ¥
Alors il vient :

P{X<sxYs y=R X k B ¥ }

Et:
Fxy(Xy)=F () R(Y et
fx v(X ¥) = fx (X (Y

Nous avions écrit ;
P
Fay(XIY< Y)= { X< § Y= )=

Soit dans le cas de I'indépendance :
Fay(XIYs )= FK(X¥ et Ru(Y X x= R(Y
fuy(XIY< y)= (X comme f,( ¥y X = L)

{X=sxYs ¥ _Fy(xy)
P{Yy=< R(Y

VIlI-Processus stochastigues

En analyse de signaux, I'observation est souveperigante du résultat d’'une
expérience ou d’'un événement mais aussi du temps.

En conséguence, nous noterot(s,é) un tel processus stochastique.

Par exemple :
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Lecture du schéma
x (t) représente une trajectoire. C’est le résultatel'expérience du

processuX (t,) quandé =1 soit :X(t,é =1)

Quant le temps est fixétapar exemplex, (), x,(t), x(t) représentent 3

variables aléatoires discretes.
Nous pouvons également parler de vecteur aléatoirgosé des différentes
variablesx, (t,) x(t,)... x(t,) que nous verrons en 4.

Il est clair qu’a ce stade, nous pouvons considggbservations comme

continues ou discretes.

1-Fonction de répatrtition et densité

Ainsi :Fy (x;t) = P{ X(t) < %}
Dans le cas de 2 variables nous noterons :

Fy (4, X% b, t5) = P{ X< % XY= X}

Et bien entendu dans le cas de N variables

Fa (4 % X5 B b )= PEX(DS X, X(B)S %, X(§)S ¥}
Nous pouvons ainsi définir une densité de prolialiinte :
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t,)= 0°Fy (%, %1 t, o)
2 Ox,0%,

fx (4, %3 4, et
ONFy (X, Xorevvs X3t b o By )
0%,0%,...0X%
L’Indépendance statistique se déduit de ce que aomss vu précédemment :
Les 2 processus X et Y sont statistiguement indig@s si :

Fx 04 Xy X5 b b o1y )=

v O %0 X Y Yoo s W L bW At )
= Fy (% %0 X b b ) (Vi Yor o0 W ;Ifiltzv-- altM )

2-Stationnarité

Du 1* ordre :

Un processus est dit stationnaire dwotdre si:0t et A
fy (1) = fx (x t+4)

Ainsi I'espérance de la variabbe(t) s’écrit .

00

E[X(9]= j xf, (% 9 dx

—00

Celle deX(t+A) s’écrit :
E[X(t+8)]= j xfy (x t+A) dx=... § X )}]  par hypothe

Résultat qui ne peut étre que constanticat A sont arbitraires

Du 2°™ ordre
Un processus est dit stationnaire du 2 ieme oidre,s, et A

fx (% X5 b, 1) = fy (3, X {+ A, 1+ A)

En conséquence :
Rex (. )= E[ X(t) X(t)] fonction de O, et t,

Devient uniguement une fonction det, -t, Si le processus est stationnaire du
2 ieme ordre et :

Roc(t )= E[ XD X(B)] = [ %% £ (% % t § dyde=[] x%.f( x ¥ 4, $4) dxc
SiA=-1
= [[a% f (04 % b= B dxdn= Re(T= t- §

Exemple :
Soit X(t) un processus stationnaire di'2ordre de fonction d’autocorrelation
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R () =exp-dr| adR"". On construit le processus Y(t) en modulant Xft) e
amplitude soit

Y(t) = X()cos(apt+¢) ouay,= condan t

et @ uniformément distribué sur[-7z, 7

indépendant de K)t
Quelle est l'autocorrélation de Y(t) ?

Stationnarité d’ordre N et au sens strict

Un processus est stationnaire d’ordre N et dorseas strict si :
Fo (X Xoseeo s Xy b oy iy )= F (X X XA LHA L G HA

3-Théoréeme de Wiener-Khinchine

Soit X (t,§) un processus stochastique stationnaire du secdnel de fonction

d’autocorrélationr, (r) . La densité spectrale de puissaricgy) du
processusx est la transformée de Fourier de sa fonctiontdarrélation.

R 2
) X; (v,
Mx(v)=lim | E %{)‘ = [rx(@]
With :
X (t,& i <T
Xr (€)= x(t,E)ﬂ[_T,T] (t):{o (sin)on o

Et )A(T(V,q‘):.f[XT(t,q‘)}
Démontrons ce résultat essentiel :
CalculonsE| X, (V,E)‘Z

E\*T(V’f)\ZZE(*T(v, §) % (v.6))= E(J X-(1€) & df K%( F) %:
1 T T
=EI [ E % (46 % (56)] &2 dtds
-T-T
ainsienposant £ t etr= + s ilvient

—E‘Xz_ll_/f‘ HITF (r){ jdt}e’z”‘”dr TI’ (r)e 1™ dr
T t=T

Remarque : Ie domaine d’intégration devient un fiéragramme.
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En conséquence :

A

% (v.€)]
2T

fx(u)=T|iEr1° E = j M ()€™ dr

Et nous pouvons écrire la puissance moyenne eveécri

P= T My (v)dv

4-Ergodisme

Ergodisme du " ordre ou en moyenne
Un processus est dit ergodique en moyenne si sanmeystatistique est égale a
sa moyenne temporelle pour toute trajectoire presguement :

E[X(D]=(%
Avec :

1 T
<x>=T|iglij(t)dt
-T

Remarque : on peut se poser la question suivante :
Quel serait le résultat si nous prenions la moyd¢emgporelle non pas d’'une
trajectoire quelconque x mais du processus lui mensoit ?

1 T
<x>:T|iEnij X(1) dt
-T

Réponse :

On peut montrer que :
E(X) = EX(9)
Et que ( si le processus est stationnaire du 2 aohe):

) 1 2 T T-t
var X) = g%, = E[( X) - B X)] =Tlijrgo(Ej j j Ry (7) d d

t=-T r=-T-t
1 ZJI 7] ZJZ
2 . .
0%, = lim — (1——]R (n)dr (lim | | R(7)| o
(X) XX XX
Toe2l 5 2T T o
La variance tend vers zéro si :

Roc(OKe et lIm R =0 et [| Ru(@) ake

En conséquence, si nous avons ces conditions,lalprecessus est ergodique
en moyenne.
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Dans le cas discret, nous aurons ergodicité en nmeysi :

EX=(X)= I|m m z X, pPs aveclaméme condition suvar ia

1 n
Olxy = I|mm2N+1Z[l—%j Rex (1) ( lim 2N+an | Rex( 1

-2N
Ergodisme du 2iéme ordre ou en correlation

Un processus est dit ergodique d%rdre ou ergodique en correlation si et
seulement si :

T
Ryx (7) =TIiTn% j X(9 X(t-7) dt ouendiscre
-T

N
Roc(9)= fim > X(0) X b
n=-N
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